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1) Rappel
Activité :

Calculer les limites suivantes :

D lim(—x® + 22 + 1) = 04dki= 12)111111 1—Qm.. Lélﬂ;«-;um A7
-1 x— 1

A
0
)
3) lim (%+1) = 044z Mhnd) lim 2= PM, g.i’:. ;QM_ -5
L
5) lim \/x2 1-— x—’Amu L‘Fz = Ul'»z-l‘l ..:"?Mw ..... W;&ML— <o
x—>+oo :\5;; <+ 00 A -1"" n—h W ‘mﬁ-'l’ "l’“’ +o0 v\’ﬂ_\l’;\t"
e o H’
6) ,{Hﬁ\/xf —&”&&@_ w7) ,5_,3+ 3 r = A

4 w 3
N1 vl 'S
U o RN o

» Lalimite d’'une fonction polynéme a I'infini est la méme que celle de son monémes de plus haut degré .
» Lalimite d’'une fonction rationnelle a I'infini est la méme que celle du quotient des mondémes de plus
haut degré .

Opérations sur les limites

a) Limite d’une somme: b) Limite d'un produit.

Limite de f | Limite deg | Limitedef+g | |M™ied Lim{gte de Limite de f . g

1 I 1+1
1 I Ix1

1 + o0 + oo

1 - — o 140 ” w (avee la R.S)
+ oo + oo + o

o ) «© (avec la R.S)
—w —w — o

+ o - ® Indéterminée 0 “ Indéterminée

¢) Limite d'un quotient.

R.S =régle de signe

Par rapport & multiplication, la division ajoute le fait qu'on ne peut pas diviser par 0.

— — Fonction | Ensemble de définition | Limite en - | Limite en O | Limite en +o
Limite de | Limite de Limite de £/

f o imitedef/g . J—oo; +oof —w 0 +o

1 1'20 ll 2 ! +o 0 too

1 5 % ]—0; +oof —0 0 +oo

[*8]
1
© \ « (avec la R.S) 1 s
> — = J-0;0[UJO; +o 0 ' 0

0 © Indéterminée x lim L= 4o

] 0 » (avec la R.S) o

o0 0 » (avec la R.S) x [0+ 0 o

0 0 Indéterminée 2;283 1-0; +oof N'existe pas (1) N'existe pas

N.B : Indéterminée désigne une forme indéterminée, pour laquelle une étude spécifique doit
étre menée pour déterminer I'éventuelle limite.

._______________________________________________________________________________________________________________|
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Activité : o =~ Rappel x>0 x
L \
1—cos (x) .:'_C:(“)': )
1) Calculer lim ——= =L’M... L e S DO 1—cos(x) 1
x—0 sin(x) - 1 = =
el I =3

. sin(3x) _
2) Calculer !cl_r)r(} ey

. 1-cos (x) -/
3) Calculer !}_Ig precymalll ...__%m:’._ s S E— .
_—y . sin(ax
2) Limite et ordre + L%T =

’ lim =
—cos (x) ! . 4_.-_2%1_&’ 1/2, x-0 X

Activité 1 page 12:

a) Montrer que pour toutréel xona —x*+2x —5< 0.
a:‘-q;b; 21' o=-§
[]

L
...... Bz b=kt s b 20.5m0.6.4 0. g[&..—ﬂ"'ﬁ&h-i(g

b) Calculer lim —x* +2x + 5. om0 5T 3 {:a
¢) Préciser lim |—x? + 2x + 5. :{~%l:3>0 ...............................................................
L_AC;/

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I , sauf peut-étre en un réel x, .

On Suppose que lim f(x) = £.
X—X0

» Sif(x) = 0pourtout x de I, distinct de xy alors £ > 0.
» Sif(x) < 0 pour tout x de I, distinct de xy alors £ < 0.

Le résultat du théoréme reste vrai lorsque x tend vers x{, xg , +% ou —oo,
Activité 3 page 12 :
Soit f et g deux fonction définies sur un intervalle ouvert I, , sauf peut-étre en un réel x .

On Suppose que il?’;l fx)=¢; Jgnzl g(x) = ' et pour tout x de I, différent de x, f(x) < g(x)
—X0 —X0

Montrer que £ < #'. (Indication : considére la fonction h = f — g).

Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I, sauf peut-étre en un réel x; .
On Suppose que lim f(x) = €; lim g(x) = £'.
X—X0 X—X0

» Sif(x) < g(x) pour tout x de I, distinct de x, alors £ < #'.




Le résultat du théoréme reste vrai lorsque x tend vers xj, xy , +0 ou — .
Activité 4 page 13 :
Soit la fonction f définie sur R*par f(x) = x> X cos G) . eeeareeesesseeasmsseeeesfesssesssesessesssssesssesseasasssteesesneetsseen
1) Montrer que pour X # 0 0N a: —X° < f(X) S X% . wmrcsnsesemssmssrs e sessnsss st ses s e sessss st sss s ses s s st ssssenens
2) Que peut-on conjecturer sur !Ci_{r(} fx)?

Soitf , g et h trois fonctions définies sur un intervalle ouvert I , sauf peut-étre en un réel x .

h(x) < f(x) < g(x) pour tout x de I, distinct de x,.

> Si et alors lim f(x) = £.
limh(x) =limgx)=4¢ x-x0
xX—X0 XX
Activité 6 page 13

Soit f et g deux fonction définies sur un intervalle ouvert I, , sauf peut-étre en un réel xo de I et
soitl un réel .

On Suppose que pour tout x de I, différentde xpona [f(x) — | < |g(x)| etiir;l gx)=0.
—X0

a) Montrer que Vx € I\{xo}, £ — [g(x)| < f(x) <€+ |g(x)].

b) Que peut-on conjecturer sur lim f(x).
X—=Xq

Soitf et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I , sauf peut-étre en un réel x et soit £ un réel.
|f(x) — €| < |g(x)| pour tout x de I, distinct de x,,.
> Si et alors lim f(x) = 2.
limg(x)=0 x—Xo
X=X

REHEIGPER Le résultat du théoréme reste vrai lorsque x tend vers xa“ ,Xg , +00 ou—oo,
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Activité 7 page 14 :
Soit la fonction f définie sur R*par f(x) = x X sin (zix) F 3 e ——————————————

a) Montrer que pour tout x € R* ona [f(x) — 3| S [X]. s ssesr s s e s s e e e nnne e e

b) Déterminer alors lirg FUX) . e ——————————————————
X—

Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I , sauf peut-étre en un réel x, de L.

f(x) = g(x) pour tout x de I, distinct de x,.

> Si et alors lim f(x) = +o.
lim g(x) = +00 xX-X0
X—Xx(
f(x) < g(x) pour tout x de I, distinct de x,.
> Si et alors lim f(x) = —.
limg(x) = — SR
X—X0
Le résultat du théoréme reste vrai lorsque x tend vers x{, xg , +% ou —o.
EXERCICE Soit la fonction f définie sur R*par f(x) = x—13 —sin G) .
1) Déterminer lim f(x) et M f(X). s s s sss s sessss s e sss sse s sssessens snness sas sasns
x-0% x—-0~
2) fadmet elle une limite N 07 oo ——————————————————————

3) Limite et continuité d’'une fonction .

Rappel :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant x, .

» f estcontinue en xy Ssi lim f(x) = f(xg).
X—X0

» f est continue en x Ssi f est continue a gauche et a droite en x; .

| (w] E
: ® ")
N —7
Y FIEE Ve 3
| 92

f ek oo W@w& ® b fo #fin) O firf)=fny
Wy MLFd {m'upaocewﬂm b:nb [
G A0 a 3(»&41'\1 Vg



Prolongement par continuité
Activité 1 page 11 :

x%+4x+3

1) On considére la fonction f définie pour toutréel x # —1, par f(x) = 1

a) Prouver que f est continue en tout réel différent de —1 .

b) Montrer que xlilpl fx)=2.

2) On consideére la fonction f définie sur R par p(x) = { f(x) Stx =1 .
2 six=-1

a) Montrer que p(x) = x + 3, pour tout réel x .

b) En déduire que p et continue en —1.

3) Représenter graphiquement chacune des fonctions f et p dans un repére orthonormé (0; , ).

Soit Iunintervalle contenant x et soit f une fonction définie sur I sauf en x,.

» Ondit que f est prolongeable par continuité en x , si elle est admet une limite finie € en x; .

» Lafonction g: x — {

f(x)  sixel\{xy}

i est appelée prolongement continu de f .
¢ six =xg PP p g NaEB)f
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EXERCICE :

VxZ+1-1

Soit f une fonction définie sur R* par f(x) = T ¢ e e

f est-elle prolongeable par cONtinUIté €N 0 7 ...iccvsssmssmssessmssmsmsms s s s s s s s sns sessss snsss s snssssess s

4) Continuité sur un intervalle -Image d’un intervalle

Activité 1 page 19.

Soit la fonction f(x) = Vx?2+x—x + ereesesseseseeseseesessesessesseeesessesssesesseessesesessesssesseasesesseeesessensesessessasnans

Déterminer 'ensemble de CONTINUILE dE . ...oocoveueeiiiisiiiirererressessssresrrerssrsssses essensssssmmssees sessssassseses e sssnmsnns

Soit a et b deux réelstelsquea < b .

\4

Une fonction définie sur un intervalle |a, b| est dite continue sur |a, b si elle est continue en tout réel de |a, b| .
Une fonction définie sur un intervalle |a, b] est dite continue sur ]a, b] si elle est continue en tout réel de |a, b[
et continue a gaucheen b .

Une fonction définie sur un intervalle [a, b| est dite continue sur [a, b| si elle est continue en tout réel de |a, b[
et continue a droite ena.

Une fonction définie sur un intervalle [a, b] est dite continue sur [a, b] si elle est continue en tout réel de ]a, b[
et continue a droite en a et continue a gaucheen b .

Une fonction définie sur un intervalle |a, +oo[ est dite continue sur |a, +oo[ si elle est continue en tout réel de
la, +oo] .

Une fonction définie sur un intervalle [a, +oo[ est dite continue sur [a, +oo[ si elle est continue en tout réel de
la, +oo[ et continue a droite ena.

Une fonction définie sur un intervalle |—oo, a] est dite continue sur |—, a] si elle est continue en tout réel de
]—oo, alet continue a gauche ena.

Activité 2 page 19.

Justifier chacune des affirmation suivantes: = = . ————

1) La fonction x = /x2 + 1 eStcONtNUE SUT R. oo see s e e s s s e ses e s e enneas

3x2+2x+1

2) La fonction x — — 5 est CONtINUE SUT | =1, 4F00[ . siviesriurssmssnssrssasssnssnsssess s s snssns senssssness svs s s s snssansens

3) La fonction x — V1 — xZ est continUe SUI [—1, 1], uveeereenineseesssessssssssesess s sessss sessssens sesesssnssssesssessasens
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Image d'un intervalle ‘

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R . On désigne par f(I) I'ensemble des réels f(x) telsque x € I.

On note f(I) = {f(x),x € I}

Activité :
La figure ci-contre C est la représentation

graphique d’une fonction f définie sur

|=1; +oo[\{1}. Cf admet deux asymptote
Verticales d’équation x = 1etx = —1et

une asymptote horizontale d’équation y = 1.

Par une lecture graphique déterminer :

"
G SO Sy S F i S S S N S—

f(16; +0]) = e
FU0; 1)) = rrrerreererrernsesmssrrsemm
fA-1,1p =
» L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle y }
. M -.m-
> Limage d’un intervalle fermé borné[a; b] ) { il
par une fonction continue f est un intervalle fermé borné [m; M| ,. T‘— ©)
ou m et Msont respectivement le minimum et le maximum 11 /\E \
de f sur l'intervalle [a; b] . LN R INCE
ola™ [\ (/b X
T
AN
Exercice 13 page 31. HEER

Soit la fonction f définie par
f(x)=x* six€[0,1]

f(x) = 2x-1six € ]1,+m[

1) Montrer que f est continue sur [0, 2).
2) Déterminer 'image de [0, 2] par f.
3) Déterminer 'image de [0, +oo[ par f.
4) Tracer, dans un repére orthonormé du
plan la courbe C representative de f.
I ——
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I___—I__T‘r'___l___'l'___l___'l

Activité 1 page 21 : L : : : :
Soit h la fonction définie sur [—1,2] par h(x) = Vx + 1 — x? | | | | | |
F--a--1 - - —t—---I--—1

, , . . | | | Ch | | |

et représentée dans le graphique ci-contre : ! ! /\ ! ! !
ol A\ 2 X

1) Justifier la continuité de la fonction h sur I'intervalle [—-1, 2]. | L | | |
== i e el e

| 1 | | | |

2) Déterminer graphiquement le nombre de solution de I'équation h(x) = 0|, | | | N

3) a) Calculer h (1) et h (2) et justifier que 0 appartient a I'intervalle h([1, 2]) .

b) En déduire que I'équation h(x) = 0 posséde une solution a dans l'intervalle]1, 2|
puis prouverque 1 < a < 1,5.

4) Montrer de méme que h(x) = 0 posséde une deuxiéme solution # dont on donnera

un encadrement d’amplitude 0, 5.

Théoréme des valeurs intermédiaires

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I .
Soit aeth deuxréelde I telsquea < b.
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b) ,I'équation f(x) = k

posséde au moins une solution dans l'intervalle [a; b]

Commentaire :
Le théoréme des valeurs intermédiaires affirme que la .courbe r:eprésentatlvé
d'une fonction continue sur un intervaile ne présente ni trous ni sauts,
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Si f une fonction continue sur un intervalle [a; b] et vérifiant f(a). f(b) < 0 alors il existe au moins un réel
c € [a; b] telque f(c) =0.

_Ce corollaire indique que lorsque f est continue et change de signe

sur l'intervalle [a ; b] alors sa courbe représentative coupe I'axe des abscisses | = | /A 1.7 %

au moins une fois en un point d’abscisse appartenant a cet intervalle

Si f une fonction continue et strictement monotone

sur un intervalle [a; b] et vérifiant f(a).f(b) < 0
34
alors il existe un réel unique c € [a; b] telque f(c) = 0.

Exercice

Soit f une fonction définie sur R par f(x) = x% +x— 1.

-2

a) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet dans [0 ; 1] une solution

-1

unique « .

b) A-t-ona € [0,%] oua € [%, 1].

Soient f et g deux fonction définies respective sur I et J telles que pourtout x € Tona f(x) € J .
La fonction qui a tout réel x de [ associe le réel g(f(x)) est appelée la composée de f par g .

Onlanoteg o f,onlit« g rond f » eton écrit (g o f)(x) = g(f(x))

fog .
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Activité:
On considére les fonctions f et g définies par f(x) = x*> +1 et g(x) = V/x
1) Donner I'expression de (f © @) (X) . wwceecesssssessmssnsessesssssesssssssssssssssssssssssssessess sssess ssssssns sassns sesseans

2) a) Calculer de deux Manieres (f © G)(4). .emermmememmssssssssss s s s e s s snsss s ssss s eans

Soient f et g deux définies respectivement sur I et ] telles que pour tout x € Iona f(x) € J.

lim f(x) =¢

X—X(

> Sj et alors lim (g o f)(x) = #'. (xtend vers x{,x; ,+o ou — o et? fini ou infini)
limg(x)=¢ 7
X—

f est continue en x

> et alors g o f est continue en x
g est continue en f(xg)

Activité 5 page 18
On considére la fonction f définie sur ]0; +oo[ par f(x) = Vx% + x — x.
: _1
1) Montrer que xl_l)?l()() fx) = St e s

2) a) Montrer que pour toutx > Oona f G) e eee e eee et e et e et e

: 1 :
b) Calculer )}Ll(l)!r f (;) ; comparer avec xl_l>lPoo FUX) o s e e s e e e e e e e

C) Conclure. e ——————————————

: ; . 1
> Soit f une fonction définie sur un intervalle du type |0; +[ona: llIP fx) = 11151+f (;) ,
x—+oo x—

: . . 1
> Soit f une fonction définie sur un intervalle du type |—o0; 0[ona: lim f(x) = lll(l)l_f (;)
X——00 X
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Exercice :

Calculer lim x sin (1) et lim x%cos (%) — xZ.

x—+00

X X—+00

6) Limite et comportement asymptotique

Soit f une fonction et (7, ) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O,z:, j) ; (o remplace +20 ou ~0); a,be &

lim f(x) =
X=a

]im-f—m:’f; |imﬂi):() lim—fmzaro
o X o X e X
H !i[‘}[f(-‘f)'“]:b “ lim [ f(x)-ax|=

#.) admet (%) admet une (7;) admet une . .
(7;) admet une (%) fb \ fb ; ladroite y=a x+b ladroite y=a x
asymptote une asymptote rancae vancae -
) Yarizontala parabolique de parabolique de ey Iy asympiate est une direction

déquation déquation direction celle de f |l direction celle de obliquea (7,) asymptotiquea (7))
y=a (0,)) (0,)
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Activité 4 page 26

2x2+x+1
x24x-2 "

1) Soit la fonction f: x =

a) Donner I'ensemble de définition et préciser le domaine de continuité de f.
b) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
¢) Interpréter graphiquement les résultats obtenus.

x%+x+1

2) Soit la fonction g: x = ——

a) Déterminer les réels a, b et c tels que pour tout x + 2ona: g(x) =ax + b + é
b) Déterminer les asymptotes a la courbe representative Zde g.

3) Soit h la fonction définie sur R par h(x) = Vx2 + x + 1
i im ® i _
a) Calculer xl_l)l_l!loo h(x), xl—l>IPoo et xl_l)llloo[ h(x) — x] .

b) Montrer que la droite D : y = x + 0.5 est une asymptote oblique a la courbe
représentative (C) de h au voisinage de +oo .

¢) Etudier le comportement asymptotique de la courbe (C) au voisinage de —co.

4) Soit k la fonction définie par k(x) = x + /x . Montrer que sa courbe representative
admet une branche parabolique de direction la droite D : y = x au voisinage de +co.
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7) Série des exercices |

EXERCICE 1 :
x? (cos G) — 1) si x<0
Vx?i+x—2x sixZOl

pour x # 0.

Soit la fonction f définie sur R par f(x) =

cos(x) 1

1)soit u(x) =§ et v(x) =

a) Montrer que f(x) = (vo u) (x)pour toutx <0.

a) Montrer que lim f(x) = % . interpréter graphiquement le résultat obtenu.
X——00

b) Calculer liIP flx) +x— % . interpréter graphiquement le résultat obtenu.
X—+00

2)a) Montrer que pourtout x <0ona: —2x* < f(x) < 0.
b) Montrer que f est continue en 0.

EXERCICE 2 :

Dans la figure ci-dessous Z r est la représentation graphique d’ une fonction

f continue sur R dans un R.O.N (0,7,j). ¢ admet une asymptote horizontale
d’équation y = 2 au voisinage de +ooet une asymptote oblique d’équation y = x — 1 au
voisinage de —oo.

1) Par une lecture graphique déterminer :

f(x) sin (f(x)—x+1)
a) llm f(X) x 'xl—llnoom

b) xl_l)l:loo f(x); 11m llm sin (f(x)m) .

—+oo fx ) 2’

1 ——
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) f( — oo 1D, f([-1,11) .f ([2; +oo]) .

2) Soit g la fonction définie par g(x) = V3 — x — 2x.

a) Déterminer I'ensemble de définition de la fonction g .
b) Déterminer (g o f)(—1) et xl_i)l_noo(g o f)(x).

3) Montrer que g © f estcontinue sur R .

EXERCICE 3 :

Dans la figure ci-dessous, Z ¢ est la courbe représentative dans un R.O.N (0, 7, j)d'une

fonction f . Z ¢ admet :

¢ Une branche asymptotique de direction D : y = %x au voisinage de —o .

e Une branche parabolique de direction (0, 7) au voisinage de +co .
e L’axe des ordonnées est une asymptote.

ATaide du graphe:
1) Déterminer D/l'ensemble de définition de la fonction f* ainsi D, son domaine de
continuité .

2) lim I®, Jim [2f(x) —x] ; lim @;lin(}f(x).sin (L)
X

x>+ X ’x—»—oo X—>—00 f(x)
3) f(1-1;00) ; £(10; +oo[).

XCos®  Gix <0

x—1

1 ] .
— —4xsix>0
x+1

4) Soit g la fonction définie sur R par: g(x) =
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a) Montrer que g est continueen 0 .

b) Montrer que lim g1 _ _
x-0t X

c) Montrer que pour tout x < 0,ona: E <gx)<1.

d) Déduire que la courbe de g admet une asymptote d’équation y = 1au voisinage de —oo.

EXERCICE 4:

x+cos(mx)
Soit f la fonction définie par: f(x) = x-1
Vx2+3—x six>1

six<1

1) Calculer xl—i>IPoo f(x) .

2) a) Montrer que pour toutx < 1, i—j <f(x)<1.

b) En déduire xl_i)l_noo f(x) . Interpréter graphiquement le résultat.
3) Montrer que f est continueen 1.

4) a) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution a € ]— %; 0[ .

b) Montrer que sin(rx) = —/1 — a*

1 ——
LOTFI MESTIRI 16



